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Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt.



e Aufgabe 1.
a) (2 Punkte) Sei F':={r(z,y)| z € (a,4), y € (0,7), a € R}, mit
x cos(y)
r(z,y) = z?

xsin(y)

Fiir welche a € R handelt es sich bei F' um eine reguldre Fléche.

Es ist zu zeigen, dass F eine reguldre Flache ist. r (z,y) ist als Zusammensetzung von stetig
differenzierbaren Funktionen, stetig differenzierbar. Die Vektoren

or cos(y) or —zsin(y)
a_(x7y) = 2z und a_<x7y) = 0
. sin(y) y x cos(y)

sind fiir alle z # 0 linear unabhéngig. Somit handelt es sich fiir alle a € [0,4) um eine regulire
Fléache.

(2 Punkte) Weiters berechnen Sie den Flidcheninhalt von F mittels eines Maftensors und nehmen Sie
a =2 an.
Hinweis: Substituieren Sie mit u = x?

Der Mafitensor ist gegeben durch:

or Or or Or
% ox ov o 422 4+1 0
vewn = (G & &k )-("0 0.

a_m'ay ay'ay xr

Der Flacheninhalt wird wie folgt berechnet:

JodS = 24]>< 0.V det M(z,y) d(z,y) f2 Jo V/@?(4a? 4+ 1) dydx = 7rf2 V422 + 1 dx

(Hinweis: u = 2%, 9% = 2z) = f Véau+1 du = [12( u—i—l)%L = (652 —172)




b) (2 Punkte) Berechnen Sie a(r(u,v)) - n(u, v), wobei a (z,y, z) = (y, z,e*)’ und
F:={r(u,v)|ue(0,R), ve(0,2r), R€ R} mit

ucos(v)
r(u,v) = wusin(v)
21~ %)
Fiir a(r) erhalten wir:
usin(v)
a(r(u,v)) = [ wcos(v)
20—
Der Normalvektor ist gegeben durch:
cos(v) —usin(v) Zu cos(v)
n=| sin(v) | X ucos(v) = | Zusin(v)
—% 0 U
Somit kénnen wir a(r(u,v)) - n(u,v) berechnen und erhalten,
4 5 2(1-2%
a(r(u,v)) -n(u,v) = T sin(v) cos(v) + ue™" & (1)

1 Zusatzpunkt: Berechnen Sie f[o Rjx[0.27] a(r(u,v)) - n(u,v) d(u,v).

Hinweis: sin(2x) = 2sin(x) cos(x)

Um das Integral vom obigen Ausdruck (1) zu berechnen, siecht man anhand des Hinweises, dass
der erste Summand nach v integriert, Null ergibt.

f[O,R} f[0,27r] Zu? sin(v) cos(v) dvdu = f[O,R} f[0727r] Zu? sin(20) dvdu =

Jo.r —2u?(cos(4m) — cos(0)) du =0
Beim zweiten Summanden muss einmal partiell integriert werden und wir erhalten,

f[O,R]X[O,QTr] a(r(u,v)) - n(u,v) d(u,v) = f[O,R] f[0,27r] ue?V"%) dvdu = 2n f[o,R] ue?1 %) du =

_uy1R 2(1—u _uy1 R
[—2muRE ] onR [ S5 du = —nR? — 2nR? |2 = ml2 (2 g)
O K

2 4 0




e Aufgabe 2. Gegeben ist folgendes Vektorfeld a:

—y?23sin(z) 4 32%y? sin(2)
a= 2123 cos(x) + 223y sin(2)
3y?2? cos(z) + 23y? cos(z)

a) (3 Punkte) Berechnen Sie 57 x a und geben Sie das grofite Gebiet an, auf dem a wirbelfrei ist. Zeigen
Sie, dass ein Potenzial existiert.

v x a wird wie folgt berechnet:

ax Ay
v X a= aé X ay =
6yz cos(x) + 223y cos(z) — 6yz? cos( ) — 223 ycos(z) 0
= 22 sm( ) + 3x?y? cos(z) + 3y*2? sin(z) — 3z%y*cos(z) | = 0
—2yz sin(x) + 62%y sin(z) + 2yz3sin(z) — 62%y sin(z2) 0

a ist im ganzen Raum R? definiert. Zudem ist R? einfachzusammenhingend und damit existiert
das Potential. Somit erhalten wir mit R? das groite Gebiet auf dem a wirbelfrei ist.

b) (3 Punkte) Bestimmen Sie zum obigen Vektorfeld a ein Potential.

Das Potential wird wie folgt berechnet:

digb —y*2? sin(x) + az® 'y’ sin(2)
= ¢ = y*2° cos(x) + z%P sin(z) + d(y, 2)

a% = ay® 127 cos(z) + bay* ' sin(z) + Zd(y, 2)

y
= ¢ = y“z” cos(x) + 2%y’ sin(z) + d(z)

a%qﬁ = By®2P cos(x) + %P cos(z) + a%d(z)
= ¢ = y*2° cos(x) + 2%’ sin(z) + d

Setzen Sie fir « =2,5 =3,a = 3,b =2 ein.




e Aufgabe 3. Sei G C R? eine offene Menge, wie folgt gegeben:

G := {(x,y,Z)T eR’: z€(0,1), y€ (0, f(z,2)), z € (0,1)}, mit f(z,2) = (1 — z)m

a) (3 Punkte) Begriinden Sie warum G eine offene Menge ist und zeigen Sie, dass G beschrankt ist,
indem Sie einen moglichst kleinen Quader finden, in dem G zur Génze liegt.

G ist offen < Menge besteht nur aus inneren Punkten <
Vro€eG3e>0:Ul(rg) CG. Mit e =min({r € G : ||r — ro||}) ist diese Bedingung erfiillt.

f(z, z) ist stetig und monoton fiir x € (0,1) und z € (0, 1). Es gilt max(f(z,z)) = 1. Somit folgt
0< f(x,2) < 1. Weiters ist 0 < z < 1 und 0 < z < 1. Aus den Eigenschaften folgt, dass der
kleinste Quader folgende Punkte als Eckpunkte hat (Vgl. Abb. 1).

(0,0,0)T, (1,0,0)%, (0,1,0)T, (0,0, )T, (1,1,0)T, (1,0, )T, (0,1, )T, (1,1,1)T

b) (3 Punkte) Berechnen Sie das Flachenintegral (siche Skizze in der f(z,z) auf dem Gebiet (z,z) €
(0,1) x (0,1) dargestellt ist),
/ g-dS
oG

mit Hilfe des GauB“schen Integralsatzes, wobei g(z,y,2)" = (V1 — 22,22 — x — 2%, —/1 — 22)7.

faGQdS fGngV fG

(1—a2)" 2z dV = — f01 S e

22)7V22 dydzdr =

1/2xy ) dode = — “22(1 — 2)(1 — 22)Y? dzdx =

fofo[ 0 0

_fofo (1—2) dzdz = — fofo dzdx——fo[ —933]0 de=— [, % dov =
11

[_%]O:_}l




Abbildung 1: Skizze von G

1 Zusatzpunkt: Bestimmen Sie den Rand von G, (0G). Sind alle Teilflichen des Randes orientierbar?
Begriinden Sie Ihre Antwort.

0G, = {(:v,y, )T eR3 2 e€(0,1),y=0,2€ (0,1)}

0Gy = {(z,y,2)T e R3: 2 =0,y € (0, f(x,2)),2 € (0,1)},

0G3 = {(z,y,2)T e R3:2 € (0,1),y = f(x,2),2 € (0,1)},

0Gy = {(z,y,2)T e R3:2 € (0,1),y € (0, f(x,2)),2=0

= 0G1 U0Gy U 0G3 UG, ist fiir den Satz von Gaufl ausreichend, da der Rand aus endlich
vielen, stiickweise reguléren, orientierbaren Fldchen bestehen muss.

Definition der orientierbaren Fliache: Langs jeder geschlossenen Flachenkurve zeigt der
Normalvektor der Fliache nach einem Umlauf um die Kurve in dieselbe Richtung wie zuvor.

Es reicht zu zeigen, dass der Normalvektor auf jedem Teilstiick des Randes stetig ist; damit zeigt
der Normalvektor auf die Fliche nach einem Umlauf auf einer geschlossenen Flédchenkurve in
dieselbe Richtung.

0Gy :n(x,z) =(0,—1,0
0G5 :n(y,z) = (—1,0,0
0G5 : Parameterdartellung der Fliache

r(z,z) = (z,(1 — 2)V1—2a2,2)T = n(z,2) = (—%, —1,—V/1 - 22T stetig filr_(¢,2)€0Gs
orientierbar

8G4 : n(x,y) = (0707 _1)

stetig V(z,2)€0G1 . .
)r == orientierbar
stetig V(y,2)€0G2 . .
)T = orientierbar

T stetig )€0G

V(ff,y 4 . .
== orientierbar




